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I- SUCCESSION D’EPREUVES INDEPENDANTES

=

Cours - Séquence n®7 - PROBABILITES (D) :
succession d’épreuves indépendantes, schéma de Bernoulli

1. Dans une succession d’épreuves, lorsque l'issue d'une épreuve ne dépend pas des épreuves précédentes, on

dit que ces épreuves sont indépendantes.

Soient n un entier naturel tel quen = 2 etn épreuves successives indépendantes d’univers E1, Ey, ..., Ep.

2. L’univers E de cette succession de n épreuves successives indépendantes est le produit cartésien :

E=:E;/ X E; % ... Eq.

3. Lesissues de ces n épreuves successives indépendantes sont les n-uplets (x;, X2, ..., Xn)

ou x; € E; pour tout entier naturel i, avec 1<i<n

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Dans une succession de n épreuves indépendantes, la probabilité d’'une issue (x1, X2, .., x,) est

égale au produit des probabilités des issues de ses composantes X4, X3, -, Xn -

Exemple 1

On lance un dé tétraédrique équilibré dont les quatre sommets sont numérotés 1, 2, 3, 4.

L'univers de cette expérience aléatoire est E; = {12 -3-4)

Puis, on tire au hasard un jeton dans un sac contenant un jeton A et deux jetons B.

L'univers de cette expérience aléatoire est E; = {A;B}.

La loi de probabilité de chacune des épreuves est :

Issue 1 2 3 4 Issue A B
Probabilité | L 1 i L Probabilité | 1 2
4 4 4 4 3 3
e La succession de ces deux épreuves indépendantes a pour univers E=E; XE;. e i Sag o
13‘</\ (1;A)
e - On peut représenter les issues a ’aide de l'arbre ci-contre : % : B apl
5 ‘<§/\A ;A
e D’oulaloide probabilité de la succession de ces deux épreuves indépendantes est : 7B @B
1 3
5 ; : § . : - A P A B:A
Issue (158 [ @;B). [ (2;A) | (2:B) (B;A) | 3:B) | (4;A) | 4;B) y 3§’\/B o
Probabilité | 1 4 o - & . = : NG P
12 6 12 6 12 6 12 6 - oA @A
3-8 @B
Lo Ay Spy s Gl
B(LyAY =Xy P2 B)==x= =i
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- EPREUVE, LOI ET SCHEMA DE BERNOULLI

Une gguve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues dont :
- l'une est souvent appelée « succés » et notée S,
- l'autre est souvent appelée « échec » et notée S.

Exemples
Une urne contient dix boules indiscernables au toucher : 5 bleues, 2 jaunes et 3 rouges.

e On tire une boule au hasard et on note la couleur de la boule tirée.
Cette expérience aléatoire a trois issues, donc ce n’est pas une expérience de Bernoulli.

e Mais on peut considérer qu'il s’agit d'une épreuve de Bernoulli si I'expérience consiste a regarder si on
tire une boule rouge ou non. Dans ce cas :
- lesucces S est I'événement : « Tirer une boule rouge » avec P(S) = £.3

- etl’échec S est I'’événement : « Tirer une boule bleue ou jaune » et P(§) =i

On con51dere une épreuve de Bernoulli ol la probabilité du succes est p.
Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur 1 en cas de succes et 0 en cas d’échec.

La loi de probabilité de X, présentée dans le tableau ci-contre, a 0 1

est appelée loi de Bernoulli de paramétre p. P(X=a) ey ?

Exemple
On reprend l'expérience de Bernoulli de 'exemple précédent.

p=P(8)==—=0,3. a 0 1
Donc la loi de Bernoulli de parameétre 0,3 est le tableau ci-contre: P(X=a) 0,7 0,3

Pour une vanable aléatmre X smvant la 101 de Bemoulli de paramétre p,ona:
e l'espérancedeX:EX) =p E L")’;Z;«lf«
e lavariancedeX:V(X) =p(1 - p).

V(7 = 3 ¢ (ec-bx))

Démonstration
e EX)=1xPX=1)+0xPX=0)
EX) =1xp+0x({1-p)
EX)=p

e VX)=(1-EX)2xPX=1)+(0-EX)?xPX=0)
VX)) =1 -p)xp+(0-p)x(1-p)
V&) =p—2p° tpi+p?-p?
V(X) =p—p?
VX)) =p(1-p)
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‘Définition
Un schéma de Bernoulli est une répétition d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

Exemple
On reprend I'expérience de Bernoulli de I’exemple précédent.

On répéete deux fois cette expérience en replacant la boule dans 'urne avant chaque nouveau tirage.
Le fait de replacer la boule dans 'urne (tirage avec remise) assure que les tirages sont identiques et indépendants..
Cela constitue un schéma de Bernoulli qui peut étre représenté par l'arbre pondéré ci-dessous.

1" épreuve  2°

0{7 3 ‘

III- LOI BINOMIALE

On consideére un schéma de Bernoulli constitué de n épreuves ou la probabilité du succes est p.
Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de succes lors de ces n épreuves.

La loi de probabilité de la variable aléatoire X est appelée loi binomiale (ou loi du nombre de succés) de parametres
netp. :
Remargues

1. La variable aléatoire X prend donc toutes les valeurs entiéres entre 0 (aucun succes) et n (que des succes).

2. On dit que X suit laloi binomiale de parametres n et p que 'on note B(n ; p).

Exemple
On a représenté dans un arbre de probabilité les issues d'une expérience suivant un schéma de Bernoulli composé

de 3 épreuves de Bernoulli de paramétre p. X estla variable aléatoire qui donne le nombre de succes.
x

i

Succes

On a par exemple::

ent X =3 correspond ala seule issue (Succes ; Succes ; Succes). Succés
En suivant les branches sur le haut deI'arbre,
on obtient cette issue avec une probabilité égaleap X p X p.

Donc P(X =3) =p>.

5 L A
Succes
s s : 4 P b St PereipR o
e L’événement X = 2 correspond a I'obtention des d'issues : 19~ ‘Echec(S0 5,6
\ \ = Py & \ - S Y Ech = -
(Succés ; Succes ; Echec), (Succes ; Echec; Succes) et (Echec; Succes ; Succes) 3 Sele) 5,8
. 1-p SN

Donc P(X=2)=3xp? x (1 —p). i LD
1-p Echec(S-}sJS‘

e Onremarque que:

Le nombre de chemins conduisant a 3 succes parmi 3 épreuves est (g) =
3

Le nombre de chemins conduisant a 2 succés parmi 3 épreuves est (2) =
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o Sont X une vanable aléatoxre qui suit la loi binomiale B(n ; p).

Pour tout entier naturel ktelque 0 < k < n,ona:PX =k) = (;:) pk(1 —p)nk.

Un chemin comportant k succes (de probabilité p) comporte n — k échecs (de probabilité 1 — p).
Ainsi la probabilité d’obtenir I'issue en suivant ce chemin est égale a p*(1 — p)" k.

. N \ , it Slyoir ] n
Or, le nombre de chemins menant a k succeés est égal au nombre de combinaisons 4 k élements parmin: ( k)'

Donc: P(X = k) = () p*(1 — p)" .

Exemple 1
Un QCM comporte trois questions avec quatre réponses proposées dont une seule est correcte.
Un éléve répond au hasard et ses réponses sont indépendantes les unes des autres.

a. ]ustiﬁer que la situation peut étre modélisée par une loi binomiale dont on précisera les paramétres.

. Ch0151r au hasard une reponse aune questlon est une épreuve gg Berngg dont le succes est
« La réponse est correcte» de probabilité p = Z

fl = On répéte n = 3 fois cette épreuve de Bernoulli de maniére identique et dans des conditions |
d’indépendance. Obtient un schéma de Bernoulli.

I < Soit X1la variable aléatoire qui compte le nombre de succés.
X suit la loi binomiale de paramétresn =3 et p = %

| 1Et doncVvk € [0;3] PX=k) = (i) (l)k (3)3_"

4 4

4 4 4 4

T e i —

. ?:f Donc la probabilité pour que I'éléve ait exactement deux réponses correctes est environ 0,141.

"f lP(x<2)= P(X=0)+P(X= 1) + P(X = 2)

Jro=2- QOO0 -0 @

M rx <2) ~00984.

i Donc la probabilité pour que I'éléve ait au plus deux réponses correctes est environ 0,984.

2¢me méthode

P(X<2)=1-P(X>2)=1-P(X=3)=1- (g) G)g (-i—)o ~ 1— 0,016, soit P(X < 2) ~ 0,984
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Remargue
Avec la calculatrice : : —
iy - P » 3% e Lo i . ot e
Casio : §fill 2 (5TAT) JE8 (DIST) | NumWorks : Probabilits) B{E: ,__
BB ENOMALL . L e | [ ), renseignern et
ol m‘@pd‘)puis rgf!sgigngr i nbreEssais:3 : \.5“'._'3."!} .
laboitededialogue, = o lp:@.25 e ,
: .P. binomiale :  |valeur de x:2 { b} Sélectionner [ Jet:
. p=0.140825 J | [Coller L o H-enisess)
C)M(Bcd) et renseigner : i ¢} Sélectionner [ 7 Jet:
lower=G,upper=2 Wl ! -
. ID.C. binomiale i S [Pixe2 )= 0.984375 |
. p=0.8843756 | % ‘

Exemple 2 Chercher un intervalle /pour lequel la probabilité P(X € I) est inférieure 3 ou supérieure 3 une valeur donnée
On fait 'hypothése que 55% des électeurs ont voté pour le candidat A.

On interroge au hasard a la sortie des urnes 50 personnes.
Soit X est la variable aléatoire qui compte le nombre k de personnes qui ont voté pour le candidat A.

1. Déterminer desréelsaetbtelsque:P(a <X = b) = 0,95.

La variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétres n = 50 etp =0,55.
On cherche a et b tels que : P(a < X < b) = 0,95. -
e On commence par déterminer a le plus petit possible, tel que : P(X < @) > 0,025.Onlit: a = 21.
e On détermine ensuite b, le plus petit possible, tel que : P(X < b) = 0,975.0nlit: b = 34.
e On vérifie que P21 < X < 34) > 0,95. :
En effet, P(21 < X < 34) = P(X < 34) —P(X < 21) = P(X < 34) — P(X < 20).
Or, P(X < 34) = 0,975 et comme P(X < 20) < 0,025,0ona —P(X < 20) = —0,025.
Dot P(X < 34) — P(X < 20) = 0,95.DoncP(21 =X = 34) > 095.

0,12

0,1

0,0

0,0t

0,04 | | L

T
ool bi. .

AR 21 42 34 68 : g
2. Interpretation. Or,—=—et—=——. 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38
50 100 50 100

Pour un échantillon de 50 personnes, il y a au moins 95% de chance qu'il y ait entrek42 % et 68 % des
électeurs qui votent pour le candidat A.

(<]

P(X=k)

N

Remargue L'intervalle [0,42 ; 0,68] s'appelle intervalle de fluctuation au seuil de 95 %.

s Sl
R e

IIsoit X une variable aléatoire qui suit la loi binomiale B(n ; p).
e lespérancedeX:EX) =np

¢ lavariancedeX:VX) =np(1-p).

emple
Dans I'exemple 1 précédent, I'espérance est EX) = .nQ..= “2‘ =0.*5
Cela signifie que, en moyenne, I'éléve a .......... réponses correctes dans son QCM.
treegre A
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